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Fonctions usuelles

1. Quelques généralités

Dans tout ce chapitre, I désigne un inervalle de R non réduit a un point.

Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont définies d'un intervalle / dans R : onnote f : I—R.

Définition :
Onnote  (I,R) ou R’ I'ensemble des fonctions de I dans R.

r.1. Parité, période

Définition :
Un ensemble XCR estditcentréen 0 si VxeX, —xeX.

Définition : Propriétés :
Soit f : I—-R. Onditque f est: —Si f estimpaire et 0€ D, alors f(0)=0.
—vpairesi Vxel, —xelet f(—x)=f(x) —Si f estpaire, &, possede un axe de symétrie : I'axe (Oy)
—impaire si Vx€l, —x€l et f(—x)=—f(x). | —Si f estimpaire, %, posséde un centre de symétrie : O.
Définition :

Soit f : I—=R. Ondit que la courbe 7, possede pour axe de symétrie la droite d'équation x=a si :

V heR tel que a+hel, a—hel et f(a+h)=f(a—h)

On dit que la courbe # , admet le point A de coordonnées (a, b) pour centre de symétrie si :

flat+h)+f(a—h)
2

YV heR tel que a+hel, a—hel et =b
Définition :
Soient f : I—-R, T€R". Onditque T estune période de f ou que f est T - périodique si :
V xel tel que x+T€l, f(x+T)=f(x).
On obtient toute la courbe d'une fonction 7 - périodique, en tracant sur un intervalle de longueur T et en effectuant
des translations de vecteur T Xk X i, k€Z.

r.2. Limite, continuité, dérivabilité

Définition :
Soient f : I-R, a€l. Onditque f estcontinue en a si lim f(x)=f(a).

On dit que f est continue sur / si f est continue en tout point de /.

Définition :

flat+h)—f(a)

Soient f : =R, a€l. Onditque f estdérivable en a si a une limite finie quand % tend vers 0.

h
d
On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de /. La fonction dérivée est notée f '(x) ou %
by
Propriétés :
Si fetg : I — R sontdérivablessur I, k€R, ona:
! ’ ’ ! ’ ! ’ r 1 ’ f’ f r f,g_fg’ r ! !
(fre)=f'+g" (kf)'=kf" (sf)=f'g+[fg (7) =7 |77 (gof)'=f"xXg'"f

Propriété :
| f estdérivable = f est continue.



Propriétés :
Si f est continue et dérivable sur /,

—Vx€l, f'(x)=0 < f estune fonction constante.
—Vxel, f'(x)>0 & f estcroissante.
—Vxel, f'(x)<0 < f estdécroissante.

Vxel, f'(x)=0
f' ne s'annule qu'en un nombre fini de points
Vxel, f'(x)<0
f ' ne s'annule qu'en un nombre fini de points

= f est strictement croissante.

= f est strictement décroissante.

1.3. Théoréme de la bijection

Définition :
Soit f : I—R. Ondit que f réalise une bijectionde [ sur J si V yeJ, F'x€l tel que f(x)=y.

f ! est appelée la bijection réciproque.

Théoréme de la bijection :
Soit f : I — R continue et strictement monotone. On a alors :
1. f(I) est un intervalle du type de I et ses bornes sont les limites de f aux bornes de 7.
f réalise une bijection de I sur f (1)

2

3. f ' estcontinue sur f(I) et strictement monotone de méme sens que f .
4. &, et &, sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice.
5

Side plus f est dérivable et si f' ne s'annule pas, alors f~' est dérivable et (f')'=

frof

Remarque :
Ce théoréme sera utilisé dans la suite du chapitre pour prouver la définition, la continuité, le sens de variation
et la dérivabilité des fonctions réciproques étudiées. Il permet également d'exprimer leur dérivée.

r.4. Plan d'étude d'une fonction

Déterminer le domaine de définition D, de la fonction étudiée.

Réduction du domaine d'étude : parité, période, centre ou axe de symétrie.
Continuité et dérivabilité de f sur /.

Calcul et factorisation de f ' pour déterminer son signe et résoudre f'(x)=0
Limites aux bornes.

Tableau de variations.

Etude des branches infinies et des asymptotes.

Etude des points d'inflexion (extrema de la dérivée)

Tracé de la fonction.

N R N

Branches infinies :
1. lim f(x)=*w, avec x,€R : asymptote verticale x=x,

X=X

2. lim f(x)=1 avec I[€R : asymptote horizontale y=1

7 £(x)

3. lim f(x)=xo : calculde lim ——=0, o, a€R, ou pas de limite.

x—too xX— oo

Si 0 ou o : branche parabolique horizontale ou verticale.
Si aeR : Calculde lim f(x)—ax=beR, o

Si beER : a;ymptote y=ax+b
Si o : branche parabolique de direction asymptotique y=a x
Le signe de f(x)—a x—b donne la position courbe-asymptote.



Fonctions usuelles

2.
2.1. Fonctions trigonométriques
2.1.1.  Définition géométrique
J
T
M
B
0
0 I
A
Ol=1i,
2.1.2. SInus et cosinus
Proposition :

— Sinus es définie, continue, dérivable sur R.
— Sinus est impaire, 2 17- périodique,
et admet O comme centre de symétrie.

(i,0M)=0+2kT
On définit sin(0)=0B, cos(0)=0A, tan(0)=IT
AM

cosQZO—A, tan (0)=——.

: sin(@):A—M
oM AO

oM’
Pythagore donne : 1=sin’(0)+cos’(6)

_IT _AM _OB _sin(0)
TO0I OA OA cos(0)

Pour 0<9<%

Thales donne : tan (0)

lill=1

Proposition :
— Cosinus est définie, continue, dérivable sur R.
— Cosinus est paire, 2 1T - périodique,

et admet (O y) comme axe de symétrie.

- in (71— x)=si ™ T
Vx€R, sin(m—x)=sin(x), -~V xeR, cos|—+x|+cos|——x|=0.
_T e 2 2
et admet x =— comme axe de symétrie.
2 i . l—cos(x)_1
sin (x) — cos'=—sin. —lim —2_5
—sin'=cos. —lim =1. =0 X
x—0 X
X
y=sin(x) Y=cos(x) .
sin
(x) . o - /><

cos(x)

2.1.3. Formules

cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b)

sin(a+b)=sin(a)cos(b)+sin(b)cos(a)

sin (2 x)=2sin(x)cos(x)

_ 1+cos(2x)
2

_ 1—cos(2x)

.2
sin” (x) 5

q

cos’ (x)
p+
2

pPtq
2

pP—q

2
P—q
2

Ccos

cos(p)+cos(q):2cos(

sin(p)+sin(g)=2sin cos

cos (2 x)=cos*(x)—sin’

COS(p)—COS(q)=—2Sin(p+

sin(p)—sin(g)=2sin P

s 21
2

cos(a—b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b)
sin(a—b)=sin(a)cos(b)—sin(b)cos(a)

(x)=2cos*(x)—1=1-2sin*(x)

14 cos x=2cos" %) 1—cosx=2sin’ %

2




%(cos(a—l—b)+cos(a—b)):cos(a)cos(b) %(Cos(a—b)—cos(a+b)):sin(a)sin(b)
%(sin(aJrb)+sin(a—b))=sin(a)cos(b) sin(x)+cos(x)=+2cos x—% =/2sin x+%
2.1.4. Tangente et cotangente
Définition :
tan(x)= sin x) , cotan(x)= Cf)s(x)
cos(x) sin(x)
Proposition :
- - y=cotan|(x)
— Tangente est définie, continue et dérivable sur |——+k T, E+ kr|.
— Cotangente est définie, continue et dérivable sur }kn (k+ l)n[.
— Tangente et cotangente sont impaires et 1 - périodique. y=ftan(x)
~Vxe|-Ztkm,Z+kn|, tan'(x)= . =1+tan’(x)
2 2 cos’(x) 1l .
| s AN
—V x€lkm,(k+1)m|, cotan’(x)=————=—1—cotan’(x) 2 i
sin”(x) ™ ™

ot : 4
—lim M:1 et lim xcotan(x)=1

x—0 X x—0

L LS L L
O 6§ 4 3 9
— +
3%
tan(x) 1 1
0 3
cotan (x)

2.1.5. Divers

Remarque :
cos(a)=cos(b) & a=b+2km oua=—b+2km, kEZ.
sin(a)=sin(b) < a=b+2km ou a=mw—b+2km, kEZ.
tan(a)=tan(b) < a=b+km, kEZ.

Proposition :
Soit a#0.

f : x—tan(ax) est = - périodique.
a

21 . . . 1. -
f : x> cos(ax) est — - périodique, admet x+ —asin(ax) pour dérivée et x+ —sin(a x) pour primitive.
a a

. 2T .. e 1 o
f : x—sin(ax) est =—- périodique, admet x> acos(ax ) pour dérivée et x+>——cos(a x) pour primitive.
a a




2.2. Exponentielle, logarithme et puissance

2.2.1.  Exponentielle

Définition :
. . . . eR, f'(x)=
On appelle exponentielle et on note exp l'unique fonction dérivable sur R telle que : {?()(C)) Rl frx)=£(x)

Proposition :

— La fonction exponentielle est définie, continue et dérivable sur R, et exp'=exp.

—V xeR, exp(x)>0, exp est strictement croissante. y=exp(x)

. . exp(x )
— lim exp(x)=+o0, lim exp(x)=0, lim $:+oo, lim xexp(x)=0.
x >+ X——00 x—+ow X X——0
1,
2.2.2. Logarithme

Définition :

exp est continue et strictement croissante sur R, donc réalise une bijection de R sur Rfr.

On appelle logarithme népérien et on note In la bijection réciproque de exp.

y=In(x)

Proposition :

-V xeR, VyeR,, y=exp(x) & x=In(y)

— In est définie, continue et dérivable sur R}, In’(x)=—
X

— In est strictement croissante.
— lim In(x)=+o0, limIn(x)=—oc, lim M:O, lim xIn(x)=0

x—0 x— 400 x—0

X =+

2.2.3. Equations fonctionnelles

Proposition :
1. Equation fonctionnelle de In : ¥V x,y>0, In(xy)=In(x)+In(y)
2. Vx>0, In 1 =—In(x)
X

3. Vx>0, VreQ, In(x")=rln(x)

Preuve :

1. Onfixe y>0. Onpose f(x)=In(xy)—In(x)

. . L X , 1 X
f est définie, continue et dérivable sur R}, f'(x)= l——:0, donc f est constante sur R, .
X

Xy
f(1)=In(y)—=In(1)=In(y), donc Vx,y>0, In(xy)=In(x)+In(y).
1
2. Vx>0, xXx—=1, donc In(x)+In é =In xx% =In(1)=0.
X
3. - Posons r=n€N, parrécurrence sur n :

- Pour n=0 : ¥ x>0,x"=1donc In(x")=In(1)=0=0xIn(x) : proposition vérifiée au rang 0.
- Supposons n €N, et la formule vraie au rang n :

Vx>0, In(x""")=In(x"x)=In(x")+In(x)=nln(x)+In(x)=(n+1)In(x) : vérifié au rang n+1.
Par récurrence, la proposition est vraie pour tout n€N.
=—In(x")=—nln(x)=pln(x)

n

- Posons r=p€Z" : Posons n=—p. Vx>0, In(x")=In(x")=In
X

P q

x‘l

P
x‘l

. Posons r="2, pEZ, geN". Y x>0, gln|x’|=In
q

=In(x")=pln(x) < 1n(x’):§1n(x)=r1n(x).



Proposition :
1. Equation fonctionnelle de exp : V x,y€ER, exp(x+y)=exp(x)exp(y)

1
exp(x)
3. VxeR, VreQ, exp(rx)=(exp(x)).

2. VxeR, exp(—x)=

Preuve (1) :
Vx,yeR, Ilx’, y'eR’ tels que x=In(x") et y=In(y’)

In(x'y")=In(x")+In(y’) < x'y'=exp(x+y) < exp(x)exp(y)=exp(x+y).

2.2.4. Puissances

SireN", VxeR, x'=xX...Xx (r fois)
Si r=0, VxeR", x'=1

* « - 1
Sir€Z., VxeR', x =—

x

1 - .
Si r=—, peN", x> x” estlabijection réciproque de x+— x” : il s'agit de la racine p"
p

Elle est définie sur R, si p est pair, et sur R si p est impair.
1\4
P

sir=4, geEZ", peN’, x'=\x"| Vx€R,si p estpair, VxER si p est impair.
p
Propriétés : y:xz\ y=x
r+s__ _r _s r\s__ _rs r__ .r._r
XU=x0a0 (X)=X (xy) =2y
(x,y,r,s convenables). 1
y=x’
Il reste a définir x" pour r eR\Q :
YV x>0, x'=exp(rin(x)) T;
Ainsi, VreR, YxeR], In(x")=rlIn(x) y=x
Remarque : — 2 \
exp (x)=exp(xIn(e))=e" Y /
y=x
Propriétés : T
. In(x+1 el =
hmmzl, hme =1.
x—0 X x—0 X 4
2.2.5. Logarithme et exponentielle en base a
Définition : Propriétés :
In(x) Vx,y€R], log, (xy)=log, (x)+log,(y).

Pour a€R;\[1}, x€R’, on définit log, (x)= . _
1] Bial () In(a) YV x,yeER, aV=a‘a’.

X

Pour a€R\{1}, x€R, on définit exp,,(x)=exp(xIn(a))=a".

(xl—wcr)':)u—wxr*1 et [x— ax) '=x+—In(a)a".

Propriété :
Soient u : I — R dérivableet v : I — R dérivable.

f+ xou(x)"™ est dérivable sur I et £'(x)=|v'(x)In(u(x))+v(x)




2.3. Fonctions hyperboliques

2.3.1.  Cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique

Définition :
On appelle cosinus hyperbolique et on note ch : ch(x)= ete
On appelle sinus hyperbolique et on note sh : sh(x)= ¢ _26

Proposition :
sh est définie, continue et dérivable sur R, sh est impaire.
V x€R, sh’(x)=ch(x), lim sh(x)=+o0

x—+w

ch est définie, continue et dérivable sur R, ch est paire.
V xeR, ch'(x)=sh(x), lim ch(x)=+o

X— -+

Propriétés :

V x€R, ch’(x)-sh’(x)=1, ch(x)+sh(x)=¢", ch(x)—sh(x)=e".

X

WV x€R, sh(x)<%<ch(x)

lim ch(x)—sh(x)=0 : Les courbes représentatives de ch et de sh sont asyptotes I'une de I'autre.

X =+

. ch(x . sh(x

lim L:+oo, lim L:+oo
x— 4w X X =+ X

2.3.2. Tangente hyperbolique

Définition :

sh(x) e'—e ™ =1 1—e ™"

y=sh(x)

On appelle tangente hyperbolique et on note th : th(x)= =

ch(x) e +e ™ e¥+1 l1+e ™

y=th(x)

Proposition :
th est définie, continue et dérivable sur R, comme quotient de deux fonctions définies,
continues et dérivables sur R, dont le dénominateur ne s'annule pas. th est impaire.
1

V xeR, th'(x)=1 —thz(x)zzi

ch”™(x)

. . sh(x . th(x

lim th(x)=1, lim ( ):l, lim ( ):1.
X— 40 x—0 X =0 X

2.4. Fonctions hyperboliques réciproques

2.4.1. Argument sinus hyperbolique

Définition :

sh est continue et strictement croissante sur R, donc réalise une bijection de R dans R.

On appelle argument sinus hyperbolique et on note argsh la bijection réciproque de sh.

Proposition :

argsh est définie, continue, et strictement croissante sur R. argsh est impaire.

1

V1422

argsh est dérivable sur R et VxR, argsh'(x)=

V x€R, argsh (x)=In|x+y1+x]

y=argsh(x)

4




Lemme :
| La bijection d'une fonction impaire bijective est impaire.

Preuve du lemme :
Soit f : I — R impaire et bijective. I est centre en O.

1T - R, avecJ=f(I), et VxeJ, Tyel tel que x=f(y)
—y€l, et f(—y)=—f(y)=—x, donc —x€J et f'(—x)=—y donc f ' estimpaire.

Preuve de la proposition :
argsh est impaire d'apres le lemme.

sh est dérivable sur R
sh '=ch ne s'annule pas
Soit y=argsh (x)€R. sh(y)=x et ch’(y)—sh’*(y)=1, donc ch(y)=v1+sh*(y) (car Vx€R, ch(x)=>0)
1 1 1
Donc argsh ' (x)= = =
gsh(x) ch(argsh (x)) \/1+sh2(argsh(x)) V1+x2
V xeR, J'yeR tel que x=sh(y), Notons ¥ =¢">0

_e'—e”

y=argsh(x) & x=sh(y) & x= 7 @ 2x:Y—% & Y'—-2xY-1=0

1

= argsh est dérivable sur R et V x€R, argsh '(x):m
X

2x+2Vx"+1 _2x-2Vx"+

A=4(x"+1)>0, Y,= 5 Y, 5 L 20 (impossible) , donc ¥ =x+V1+x" et y=In(x+\1+x).

2.4.2. Argument cosinus hyperbolique
Définition :
ch est continue et strictement croissante sur R, donc réalise une bijection de R, sur [ 1,+oo|
On appelle argument cosinus hyperbolique et on note argch la bijection réciproque de ch restreinte a R .

y=ch(x) y=x

Proposition :
argch est définie, continue et strictement croissante sur | 1,+oo|
. 1
argch est dérivable sur |1,+oo| et V x€ 1,400, argch'(x)= -
x =1
V x€|l,+ol, argch(x):ln(x+ xz—l) y=argeh (x)

Preuve :

VYV xeg[l,4+mo[, AyeR, tel que x=ch(y) < y=argch(x)

ch est dérivable en y
ch’'(x)=sh(x)#0 o x#1
1

1 20 N\ 2\ — 32 )=
sh(argch (x))’ et ch™(x)—sh"(x)=1, donc sh(y)=+ch"(x)—1 (car y>0), donc argch'(x)= =

V xe[l,4+mo[, 3yeR, tel que x=ch(y), notons Y=e¢'>1

e+e”’

= argch est dérivable sur |1,+oo|

argch '(x)=

1
y=argch(x) < x=ch(y) & x= o 2x:Y+7 & Y-2xY+1=0

2x+2Vx’—1 2x—2Vx’—1
2 o 2

Donc I'un est supérieur 2 1, l'autre inférieur a 1, donc argch(x) =ln(x +Vx’— 1)

A=4(x"—-1)20, ¥,= D Y, =1, Y,<1 car Y, Y,=letY,+Y,=2x>2 :



y=argth(x)

2.4.3. Argument tangente hyperbolique

Définition :
th est continue et strictement croissante sur R donc réalise une bijection de R sur |—1,1|.
On appelle argument tangente hyperbolique et on note argth la bijection réciproque de th.

y=th(x)

Proposition :
argth est définie, continue, et strictement croissante sur |—1,1[, argth est impaire.

argth est dérivable et V xe€|—1,1], argth’(x):1 .
—X

1 x+1
V xe|-1,1|, argth(x)==In[—].
[=1,1[, argth(x)=ZIn|—
Preuve : f’ Ensemble de définition
&ri L. 1
th est dérivable sur R = argth est dérivable sur |—1,1] argsh(,zv) R
th' ne s'annule pas x24+1 ] In(x+vVx +1) R
, 1 1 1 argch (x) 1, +|
Vx€=1,1], argth (X)_l—thz(«:-lr%:’,th(x))_l—x2 Val=1] In(x+x*—1) ]—o0,—1[,]1,+0]
Vxe|-1,1[, IyeR tel que x=th(y) 1 largﬂ;(f) =11
2_ . A I R Y e L R IR R I
:6'2' - xe2)+x:eZy_1 PN e2y:1+x :l]_n 1+x 1—x P nl—x ] ©, [’] B [r] ’ OO[
eV+1 1—x 2 1—x
2.5. Fonctions circulaires réciproques
2.5.1.  Arcsinus
Définition :
sin est définie, continue et strictement croissante sur |——,— | donc réalise une bijection de —gg sur [—1,1].
On appelle arcsinus et on note arcsin la bijection réciproque de sinus restreinte a —%, %]
Proposition :
arcsin est définie, continue et strictement croissante sur |—1,1[, impaire, dérivable sur |—1,1]
. 1
V x€]-1,1], arcsin’(x)= -
1_X y=x
Preuve : i
S ) ) y=sin(x)
YV xg[-1,1], Alye 5y tel que x=sin(y) < y=arcsin(x)
sin estdérivableen y _ 1 qin est dérivable sur ]-1,1]
sin'(y)#0 < x#+x1
1
YV xel|-1,1], arcsin'(x)=———
| [ (x) cos (arcsin(x))
y=arcsin (x)

Sy

cos’(y)+sin*(y)=1 < cosy=+1—x" car ye}— %[ donc cos(y)>0
2.53.2. Arccosinus

Définition :
sin est définie, continue et strictement décroissante sur |0, 1r| donc réalise une bijection de [0, 7r] sur [—1,1].
On appelle arccosinus et on note arccos la bijection réciproque de cosinus restreinte a [0, 17 |.




Proposition :
arccos est définie, continue et strictement décroissante sur [—1, 1].
-1 y=x
=.

arccos est dérivable sur |—1,1[, VY x€|—1,1]|, arccos’(x)= 1
—X

y=arccos(x)

Preuve :
V x€|-1,1], Ay€|0, | tel que x=cos(y) < y=arccos(x)
cos est dérivableen y -, 5005 est dérivable sur |~ 1, 1] y=cos(x)

cos'(y)#0 < x#=+l1

Vxel-1,1[, arcsin’<X>:m \

cos’(y)+sin*(y)=1 < siny=y1—x" car y€]0, [, donc sin(y)>0

Remarque :
V x€]—1,1[, arcsin’(x)+arccos’(x)=0 : lafonction arcsin (x )+arccos(x ) définie, continue et

dérivable sur |—1, 1] est donc constante. Y x€|—1,1[, arcsin(x)+arccos (x)=arcsin (O)+arccos(0)=g

Si on note M (x,arcsin(x)) et N(x,arccos(x)) : le point P, milieu de [ MN | a pour coordonnées : P x,%
On obtient un axe de symétrie entre arcsin et arccos : y zg
2.5.3. Arctangente

Définition :

tan est définie, continue et strictement croissante sur |-, *-| donc réalise une bijection de —%% sur R.

On appelle arctangente et on note arctan la bijection réciproque de tangente restreinte a —%, %[

y=tan(x)

Proposition : y=x

arctan est définie, continue et strictement croissante sur R.

. . 7z . ’ l
arctan est impaire, dérivable sur R, et V x€R, arctan’'(x)= .
I+x y=arctan (x)
Preuve :
tan est dérivable sur |- I ..
27 2| = arctan est dérivable sur R
tan 'ne s'annule pas )
, 1 1
arctan '(x)= 5 =—
1+tan”(arctan(x)) 1+x
Proposition :
* . s N . . .
V x€R”, arctan(x)+arctan|— 251gne(x)><3, ol signe(x)=+1si x>0, =—1si x<0, =0si x=0.

Preuve :

Soit f (x)=arctan(x)+ arctan

f est définie, continue et dérivable sur R” et R’. f est impaire.
* 1 1 1 1 1
YV xeR,, f'(x)= ——X = =0
v 1) 1+x> x° 1+i7 1+x> x*+1
2

Donc J¢,€R tel que VxeR, f(x)=c, et Ic,€R telque VxeR’, f(x)=c,

clzf(l):arctan(1)+arctan(1):% Par parité, czz—g.
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